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RESUMEN 
Se estudia el problema de la distribución estacionaria de temperatura en un cuerpo o un 
recipiente con un fluido, sometido a la acción de una energía interna g. Se supone que el cuerpo 
es un dominio poligonal R c IRn, con una frontera suficientemente regular r = Pl U r2, siendo 
I'i y I'z porciones de la frontera de interior disjunto y medida ( n  - 1) dimensional positiva. 
Considerando una temperatura de cambio de fase de O°C para el material que ocupa el dominio 
R, se mantiene un flujo de calor q sobre r2 y se analizan dos situaciones diferentes sobre la 
frontera restante: 
1. Mantener la porción de frontera I'I a temperatura b > 0. 
2. Que el flujo sobre rl verifique una ley de tipo Fourier. 
En [7] y [8] se realizó el análisis numérico del problema para el caso g = O, en las situaciones 
1 y 2 respectivamente. En el presente trabajo se generalizan esos resultados para el caso (le una 
energía interna y no nula. 
NUMERICAL ANALYSIS OF TWO STEADY-STATE TWO-PHASE 
STEFAN PROBLEMS WITH INTERNAL ENERGY 
SUMMARY 
TVe study the problem of the steady temperature distribution of a body or a container 
with a fluid, which is submited to an internal energy g. We assume the body to be a bounded 
polygonal domain R c IRn, with a sufficiently regular boundary r = rl U r2, rl and r2 being 
disjoint portions of 8fl of positive (n - 1) dimensional measure. Assuming a phase-change 
temperature of O°C for the material occupying R we mantain a heat flux q on r2 and we 
analize two different situations on the rest of the boundary: 
1. Keep rl a t  the temperature b > 0. 
2. The flux on rl verifies a Fourier's type law. 
In [7] and [8] it was made the numerical analysis of the problem for the case y = O, in 110th 
situations 1 and 2 respectively. In the presente work we generalize those results for the case of 
an internal energy g different from zero. 
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Los procesos con cambio de fase están presentes en numerosos y variados problemas 
de la ingeniería. Aparecen en la industria siderúrgica (colada continua del acero), 
frigorífica (congelación y descongelación de alimentos), metalúrgica (solidificacióri 
de aleaciones binarias, soldaduras de metales), plástica (solidificación de diversos 
productos), en tecnología nuclear (prevención de accidentes por fusión de materia,l 
radiactivo), en Ingeniería Civil (solidificación de suelos húmedos), en aprovechamiento 
de energía solar, etc. 
En el presente trabajo se estudiarán dos problemas estacionarios de conducción del 
calor y sus correspondientes análisis numéricos en un material R que ocupa un dominio 
poligonal acotado en IRn, con frontera regular l? = do. El material es sometido a una 
fuente de energía interna g y se supone una temperatura de cambio de fase O°C. 
La frontera está compuesta de dos porciones de interiores disjuntos, r1 y r2, de 
medida (n - 1) dimensional positiva. En la porción de frontera r2 se mantiene un flujo 
de calor q mientras que sobre ri se considerarán dos situaciones diferentes: 
(Pa) se aplica una temperatura b > 0. 
(Pb) el flujo de calor verifica una ley de tipo Fourier 
Interesa obtener condiciones suficientes (y/o necesarias) para los datos a fin de 
garantizar un cambio de fase. 
Si se indica con O la temperatura y se define la función u a través de la 
transformación de D ~ v a u t ~ , ~  
el problema (Fa) puede enunciarse formalmente del modo siguiente 
donde ki > O es la conductividad térmica de la fase i (i = 1 fase sólida, i = 2 fase 
líquida) y B = kab. 
Para el problema (Pb) la condición (4) se cambia por 
siendo a el coeficiente de transferencia de calor de la pared ri 
Se recuerdan a continuación las formulaciones variacionales de los problemas 
anteriores. Sean 
K = {U E V : v J r ,  = B) (=  K g )  
entonces la única solución u  = ug,, de ( 2  - 3 - 4) se caracteriza por [5,6] 
a(u ,v)  = L(v)  , Vv E V o , u  E KB (5) 
mientras que la única solución u, = u,gqg de (2 - 3 - 4') se caracteriza por 
a,(u,, u) = L,(v) , Vv E V,  u  E V  ( 6 )  
La solución u  también puede caracterizarse por el siguiente problema de mínimo 
J(u)  5 J (v )  Vv E Kg ,  U E Kg (7) 
donde J(v )  = i a ( v , v )  - L(v).  
En las secciones siguientes se recordarán los resultados obtenidos en [4] para el 
problema (P,) y en [l] para el problema (Pb) y, siguiendo las ideas desarrolladas en 
[7,8] para el caso particular g = O, se realizará el análisis numérico de los mismos en 
función de un parámetro h de elementos finitos. 
EL P R O B L E M A  (P,) 
Por linealidad la única solución ugqg de (5) puede expresarse por 
ug,, = B - qul + ug en fl 
donde u1 y ug están definidas respectivamente por 
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Observación 1 
En el caso que g sea contante en R resulta 
En [4] se obtuvieron condiciones suficientes para el problema continuo (5) a fin de 
tener un problema estacionario de Stefan a dos fases: 
Twrema 2 
i) U*,, es de signo no constante en R (hay dos fases presentes) para todo q tal que 
q > Qo (B ) ,  donde 
(ul y ug fueron definidas en (9) y (10) respectivamente). 
ii) ug,, es de signo no-constante en fi para toda g tal que g < Go(B), donde 
(u1 y u2 fueron definidas en (9) y (12) respectivamente). 
Observación 3 
En caso en que g sea constante en R, cg = gc12, donde cla fue definida en (18). 
A fin de generalizar los resultados presentados en [7], donde se consideró el análisis 
numérico del problema (P,) con energía interna g = O, se realiza una triangulación 
regular ~ h ,  del dominio poligonal R con triángulos de Lagrange de tipo 1, constituida 
por elementos finitos afín equivalentes de clase CO, siendo h > O un parámeitro que 
tiende a cero. Se puede tomar h igual al lado de mayor longitud de los triángulos 
T E ~h y aproximar Vo por2 
donde Pl es 
se designa el 
constante Co 
el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1. Si con ~h 
correspondiente operador de interpolación lineal, se sabe que existe una 
> O (independiente del parámetro h) tal que 
1 1  - ( (y  5 cohr-l  ( 1  u ( ( r , ~  , 'v'v E Hr(R) ; con 1 < r < 2 (22) 
Se considera el siguiente problema variacional aproximado, correspondiente al 
problema variacional continuo (5) 
a(uh, Vh) = L(Vh), 'v'lvh E Vh , Uh E Kh = B + Vh 
y sé obtienen los siguientes resultados: 
Lema 4 
Se tiene 
donde u es la única solución de la ecuación variacional (5) 
Demostración 
Dado que Iril > O, la forma bilineal a es coercitiva en Vo, es decir6 
y en consecuencia ( 1  . (lv, y ( 1  . ( I v  son dos normas equivalentes en Vo. Se sigue un 
método similar al desarrollado en [2]. O 




lim 1 1  oh - 0 l l H  = O 
h+O+ 
donde H = L2(R). 
La prueba similar a la realizada en [7] O 
A continuación se enuncia una propiedad de monotonía de la solución del problema 
(23) en función de los datos B (o  b), q y g4: 
Lema 6 
Si uh = u ~ B ~ ~  es la única solución del problema (23) para datos B(= k2b), q y g 
entonces se tiene: 
i) si Bl 5 B2 (o bi 5 b2) sobre ri, q2 - 5 ql sobre r2, y gl 2 92 en R, entonces 
U h l  = UhBiqlSl 5 ~ h ~ ~ ~ ~ g ~  = Uh2 en 
ii) si alguna de las desigualdades para Bi, qi o gi es estricta, también lo será la 
desigualdad para uhi. 
Se considera para B > 0 fija, la única solución uh de (23). Es fácil probar que 
y este resultado lleva inmediatamente al siguiente4: 
Lema 7 
La única solución uh de (23) para B y q fijos y positivos y g E L2(R), no negativa 
verifica 
U ;  # O en fl e uhO sobre r2 (29) 
STEFAN 
Observación 8 
En otras palabras, si g 2 O en 0, se producirá un cambio de fase en R si y sólo si 
uh asume valores negativos sobre r2. 
Como en el problema continuo, la única solución u ~ B ~ ~  de (23) puede expresarse 
como 
donde uhl y uhg están respectivamente definidas por 
Observación 9 
En caso en que g sea constante en 0, resulta 
~ h ~ q g  = B - quhl + gUh2 en 0 
donde 
Se definen ahora las funciones reales FhBg : IR + IR y FhBq : IR -+ IR tales que 
Para B fija y positiva y g E L ~ ( R ) ,  y 
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para B y q fijos y positivos. Se deducen las siguientes propiedades4: 
Twrema 10 
Las funciones FhBg y FhBq verifican: 
i) FhBg E C1(IR) con 
rz 
siendo FABg una función estrictamente decreciente. 
ii) FhBq E C1 (IR) con 
 FA,,(^) = - J UhBqg dx 
R 
siendo FABq una fiinción estrictamente decreciente. 
Corolario 11 
i) Si qo E IR es tal que FIBqg?(~o) < O para un Bo fijo, positivo y go E L2(R) no 
negativa, entonces la solucion u ~ B ~ ~  es de signo constante en R (se presentan dos 
fases) para toda B tal que O < B 5 Bo; g E L2(R), O < g < go y q tal que q 2 qo. 
ii) Si gl E IR es tal que FJBiqi (gl) > O para Bi y ql  fijos y positivos, entonces U ~ B ~ ~  
es de signo no constante en R para toda B tal que O < B 5 Bi, q > qi y g E L2(22) 
tal que sup  g(z) < gl 
XER 
Demostración 
Los resultados se derivan del teorema anterior y de los lemas 6 y 7 (este último 
sólo en el caso i). O 
Como se hizo en [4] se define una función flujo crítico discreto 
tal que 
* para cada B > O y q 5 qhc(B, g), U ~ B ~ ~  2 O en R (no hay cambio de fase), 
* para cada B > O y q > qhc(B, g), U ~ B ~ ~  es una función de signo no constante en R 
(existen dos fases). 
Twrema 12 
qhc es una función no decreciente, es decir para toda O < Bl 5 B2 y para toda gl, 
92 E L2(R), gl 5 g2 resulta 
- 
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Demostración 
- 
Por el Lema ( 6 ) ,  O < u ~ B ~ ~ ~ ( B ~ , ~ ~ ) ~ ~  < u ~ B ~ ~ ~ ( B ~  ,gL)g2 en R y en consecuencia se 
tiene la tesis. O 
Twrerna 13 
Sea FhBg definida en (35), entonces 
i) F~B, (q) < 0 e q > Qho(B) donde 
Q h d B )  = 4h0(B) + C- 
Ch 1 
(41) 
1 Chl = a(uhliuh1) = J U h l  dY > O (42) 
r2 
chg = a(uhg, ~ h l )  = J9uhl dx = uhg dy (43) 
R rz 
BlF2 > 0 4h0(B) = -
Ch 1 
(44) 
(uhi y uhg fueron definidas en (31) y (32) respectivamente). 
ii) Si q > Qh0(B) entonces U ~ B ~ ~  es de signo no constante en 0, Vg E L ~ ( R ) ,  g 2 0, 
B E  IRS. 
Demostración 
i) Usando (30) - (32) en (35) se obtiene 
1 q2 
FhBg(q) = Z a ( ~ h g i ~ h g )  + qa(uhgi"h1) - 2a('%l,uhl) + B[41r21 - S 9  dx] 
R 
En consecuencia 
F h ~ g ( ~ )  = a(uhgiuhl) + Blr2) - qa(uh1,uhl) = chg + 811121 - qchl (45) 
y por lo tanto 
Blr21 chg FhBg(q) < 0 q > - + - = q  ch9 
Ch 1 Ch 1 
h ~ ( ~ )  + 
ii) Es consecuencia de i) y el Lema (7) 
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Observación 14 
En el caso en que g sea constante, chg = gchl2 con 
Ch12 = a(Uh1, ~ h 2 )  = Uhl dx = Uh2 dy > 0, (Uh2 definida por (34) ) (46)  J 
R rz J 
Observación 15 
Para el caso g = O estudiado en [7] se obtuvo que si q > qhO(B) entonces u h  es de 
signo no constante en R. 
De manera similar, se considerará a continuación, para B y q fijos, el caso g 
constante en R. Resulta 
donde uhl  y uh2 fueron definidas en (31) y (34) respectivamente. Se obtiene el siguiente 
resultado: 
Teorema 16 
Sea FhBq definida en ( 36 ) ,  entonces: 
i) > O % g < Gho ( B )  donde 
Gh0(B)  = q- - 
ch2 
gh0 ( B )  
ii) Si g < Gho(B) entonces U ~ B ~ ~  es de signo constante en O. 
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Observación 17 
Es interesante notar que en el teorema anterior no se requiere que ni q ni g sean 
positivos o no negativos como ocurría en los teoremas previos. 
Se establecen a continuación algunas relaciones entre los problemas (5) y (23) en 
función del parámetro h. 
Teorema 18 
Las funciones ul,  u2, uhl y uh2 definidas anteriormente, verifican: 
9 a ( u i - ~ i h l v h )  = 0 hh E Vh 2 = 1 , 2  
ii) 1 )  ui - uih [ I v  < j 1 .  l n f ~ ~ ~ c v j  1 1  Ui  - vh ( (v  2 = 1, 2 
iii) 11 ui - Uih I ~ V  $Co 11 ~i [lrn hT-l i = 1,2 
Demostmción 
i) Sigue de las definiciones de las funciones ui y uih. 
ii) Es consecuencia de la coercividad de la forma bilineal a y de i). 
iii) Es consecuencia de ii) y (22). 
Teorema 19 
Las ~onstantes c11 C21 C121 Ch l ,  Ch21 Ch121 QO(B), qho(B), g0(B) Y g h ~ ( B )  de:finidas 
anteriormente verifican las desigualdades siguientes: 
4 a ( ~ 1  - uhl, U1 - uhl) = C1 - Chl  2 0, 
ii) a(u2 - uh2, u2 - ~ h 2 )  = e2 - Ch2 > O, 
iii) a(ul - ~ h l ,  u2 - ~ h 2 )  = ~ 1 2  - ~ h 1 2 ,  
iv) qho(B) 2 qo(B)l 
V) gho(B) go(B). 
Demostración 
Es consecuencia de la definición de las constantes 
Teorema 20 
a) Las constantes cl, cal c12, chl, ch2 y chl2 verifican las estimaciones siguienes: 
i> O 5 cl - chl 5 ~ ~ h ~ ( ~ - ~ )  donde El = v, (51) CO2 11211 IISn 
ii) O < c2 - ~ h 2  5 ~ 2 h ~ ( ~ - ' )  donde E2 = CO~II~ZII& ,2 (52) 
iii) O 5 1 ~ 1 2  - ch121 5 E12h 2 ( ~ - 1 )  donde = C~lluili~nlluzllTn 
u2 (53) 
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Demostmción 
Es consecuencia de los teoremas 18 y 19. I n  
Teorema 21 
Sean O < E < 1, h > O, B > 0, g constante y Qo(B), QhO(B), Go(B) y Gho(B) las 
constantes anteriormente definidas. Entonces 
donde Fi = (e12 lgl + Blr21)Ei + ~1E12 
ii) F O IGo G h ~ l  S c2(c2-E:h2(r-1)) h2(~-l)  si 
C 2 - E  1 
O < h < h 2 r ( ~ )  = (-) 2(r-1) 
E2 
donde F 2  = (c12q + BIRJ) E2 + c2E12. 
Demostmción 
i) a partir de (13), (16), (41), (44), (18), (51) y (53) se deduce i). 
ii) a partir de (17), (19), (48), (50), (52) y (53) se deduce ii). 
Corolario 22 
i) limh+o Qh0 (B) = &o (B) 
ii) limh+o Gho(B) = Go(B) 
EL PROBLEMA (Pb) 
El problema (6) fue estudiado en 161. En [l] se obtuvieron condiciones suficientes 
para garantizar un cambio de fase: 
Teorema 23 
Sean c12 y c2 las constantes definidas en (18) y (19) respectivamente. Si 
g < O, q 2 O, B 1 O sonconstantes (56) 
-BIRI + qc12 
9 < Go(B,q) = 
C2 
(58) 
entonces u, cambia de signo en R. 
Observación 24 
L,(1) = glRl - qlr21 + aB[rll y en consecuencia la condición (57) es equivalente a 
con gm = qlr21 - ~ B I ~ ~ J  9  > Sm 
IR1 
Observación 25 
Las condiciones ( 5 6 ) ,  ( 5 7 )  y ( 5 8 )  determinan un conjunto convexo 
que será no vacío para 
Para realizar el análisis numérico del problema (Pb) se considera, como se hizo para 
el problema (P,), una triangulación regular ~h del dominio poligonal R y se aproxima 
Vo por [21 
entonces el problema variacional aproximado correspondiente al problema contiruo ( 6 )  
es 
Lema 26 
Si g  E L ~ ( R ) ,  q E H $  ( ~ 2 )  y B E H ;  ( F i )  entonces existen soluciones Únicas de los 
problemas ( 6 )  y ( 6 1 ) ,  las que verifican 
lim J J  Uha  - U a  JJv  = O 
h+O+ ( 6 2 )  
Demostmción 
Es similar a la dada en [8]. 
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RESUMEN DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS 
A continuación se exhiben en forma de tabla las desigualdades que deben verificarse 
para que se produzca un cambio de fase para los problemas continuo y discreto: 
PROBLEMA  CONTINUO'^' PROBLEMA DISCRETO 
Problema P, 
1 
,>?+Y q>%+!m chl chi 
g<qa-" g < q r n : - "  
Problema Pb 
Se realizó el análisis numérico de dos problemas estacionarios de conducción del 
calor en un material R que ocupa un dominio poligonal acotado en IRn, con frontera 
regular r = dR = Fi U rz, sometido a una fuente de energía interna g. 
Se supuso aplicado un flujo de calor q en la porción de frontera rz y sobre Ti dos 
situaciones diferentes: 
(P,) aplicada una temperatura b > 0, 
(Pb) que el flujo de calor verifique una ley de tipo Fourier. 
Se obtuvieron condiciones suficientes sobre los datos del problema que aseguran un 
cambio de fase. Esas condiciones se traducen en desigualdades en las que interviene el 
parámetro de discretización h (de elementos finitos). Cuando dicho parámetro converge 
a cero, se reencuentran las desigualdades obtenidas para el caso continuo. 
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